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1. INTRODUCAO Figura 1. Pode-se chegar a equagdo de

Um sdliton ¢ uma onda solitdria que
conserva a forma e a velocidade enquanto se
propaga. Além disso, ndo ¢ afetado por
colisdes com outras ondas solitérias.
Matematicamente, trata-se de uma solucao
exata para a equacao de onda, dispersiva, nao
linear e localizada [1]. O estudo de solitons
esta bem relacionado a teoria de sistemas
complexos, onde existe a interagdo entre
multiplos elementos acoplados e essa
interagdo pode gerar fendmenos emergentes,
como caos, solitons, fractais e
meta/multiestabilidade. Este trabalho tem
como objetivo estudar as amplitudes de
oscilagdo de uma rede de péndulos que, apos
certas aproximagdes, tem o comportamento
descrito pela equagdo de Sine-Gordon cuja
solucdo ¢ do tipo sdliton. Essa equagdo
aparece também em diversos outros sistemas
com intmeras aplicagdes cientificas e
tecnologicas, sendo uma de grande destaque a
dindmica de uma juncdo supercondutora de
Josephson, associada a computacao quantica.

2. METODOS E MATERIAIS
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Figura 1: Rede de péndulos acoplados por molas
[1].

O sistema estudado ¢ uma rede com N
péndulos idénticos [2] de massa m,
comprimento L e distancia a entre os seus
vizinhos, que estdo acoplados por molas,

movimento desse sistema a partir da energia
total, dada pela Hamiltoniana H do sistema. A

energia cinética para as rotagdes de cada
[ (df,\2
péndulo ¢ dada por 5% ) onde I ¢ o

momento de inércia ¢ On é o angulo de
oscilacdo em torno do eixo para o n-€simo
péndulo. A energia potencial gravitacional ¢
dada por mgL(1 - cos6fr) e a energia potencial
de acoplamento pode ser obtida considerando
os torques de torsdo restauradora B dos
vizinhos mais proximos para o péndulo n
portanto tem-se:

A Hamiltoniana completa do sistema ¢
entdo expressa como:

dil
dz

\ i
Z{ (ﬁ) +mgL{1 —cosfha) + éw,. —bi1)?
1 2
(1
1o 8
7(071 - 011—])2 + 5(0,, p— 017+1)2 . Resta
derivar em
relagdo ao tempo. J 4 que o sistema é
=0 Isso resulta nas

lineares

conservativo, tem-se df
equacdes de movimento ndo
acopladas da rede:

&0,
) +5(28, — 0,1 —0,41) +mgLsind, =0 (2)

A equagdo (2) ndo tem solugdo exata, mas
para pequenas oscilagdes o sistema discreto
transforma-se em um sistema continuo, 6n(t)
— 0O(xt). Esta aproximacdo do continuo ¢
valida quando o comprimento de onda das
excitagcdes ¢ muito maior que a distancia entre
péndulos adjacentes, ou seja, quando A >> a.

Através de uma expansdo de Taylor em
torno do ponto x =2ng2: .

6,4, = 9:':@()0 0°0 . a® 0°0
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Substituindo na equacdo (2) e mantendo
apenas termos até segunda ordem em a,
temos:

2

0°6
~ 2
011,—1 + 671+1 ~20+a —3x2 (4)

Portanto, o termo de acoplamento se torna:

32
2
6(2071 - 911,—1 - n+1) _Ba 0.132 (5)

pode-se mostrar que a equagao (2) passa a ser:
0?0 ,0°0

o Ua 2 (6)
ondect = fa*/1 representa a velocidade de
propagacdo das ondas ndo lineares na rede e
wi = mgL/I§ a frequéncia angular natural de
um péndulo individual. Esta é a equacao de

Sine-Gordon.
3. RESULTADOS

A equacdo (6) admite solucdes exatas e pode

ser resolvida através da seguinte substitui¢do

de varidveis: z = x - vt, que representa uma

onda que se propaga com velocidade

constante v. Esta transformacdo reduz a

equagdo diferencial parcial a uma equagao

diferencial ordindria. Aplicando-se a regra da

cadeia e , a equagao (6) se reduz a

d*0 wd

=2 (2 —?)
Multiplicando-se ambos os lados da

de

equacdo (7) por @2 e integrando-se uma vez

em relacdo a z, obtém-se:

AN SR 8

a(d—) ~ @ — ol T G = ®

Onde C1 € constante de integracgao.

Para se obter uma solucao localizada, ou seja,

6 — 0 enquanto z —oo, aplicamos as

condi¢des de contorno:

B(+o0) = 0e @ (+o0) = 0

w2
(G—v%)

—p2
Cp—v

+wi sin(f) =0

. Isso implica que

Ci=
O resultado disso ¢ que a equacado (8) ¢
reescrita como

: (%)2 - (c%iigeﬂ){l T =0

Usando a identidade trigonométrica 1 -
cosO = 2sin2(8/2) e separando as variaveis,
obtém-se

i =42 i dz

sin(0/2) cg — v? (10)

sin(f) =0 (7)

Integrando-se novamente e aplicando as
condigdes iniciais apropriadas, obtém-se:

0(z,t) = 4 arctan (pr (i%)) (1)
Co - ;(2]'

que sao as solugdes soéliton kink, Figura 2,
(sinal positivo) e antikink (sinal negativo). A
Figura 3 ilustra um kink de gelo na natureza.

Sine-Gordon kink solution
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Figura 2: Solugdo Sine-Gordon kink em t = 0 realizada
em Python com a biblioteca Matplotlib [2].

A solugdo kink representa uma transi¢ao suave
de 6 = 0 para 0 = 2m, correspondendo a uma
rotagdo completa de um péndulo. Note que v
< co, impondo um limite de velocidade para a
propag aqao do solzton

Flgura 3 K1nk de gelo, formado naturalmente pelo
acimulo de neve sobre uma barra horizontal [3]

4. CONCLUSOES

Uma rede de péndulos acoplados por
molas pode, apds algumas aproximagoes, ser
modelada pela equagdo de Sine-Gordon e sua
dindmica se comporta, aproximadamente,
como um soliton. No limite de pequenas
oscilagdbes as solug¢des kink e antikink
representam modos de excitacdo ndo lineares
que se propagam sem dispersdo, mantendo
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sua forma durante a propagacdo. A existéncia
dessas solucdes depende do balango entre nao
linearidade e dispersdo no sistema. Este
estudo demonstra como sistemas mecanicos
classicos podem exibir comportamentos
solitonicos complexos, com implicagdes para
a compreensdao de fenOmenos similares em
outras areas da fisica.
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